Pravdépodobnost Ill. —
Navrat velkych Cisel

Lékarstvi déla lidi nemocnymi, matematika mrzutymi a teologie hrisnymi.
Martin Luther
Mily priteli,
vitej u tfetiho dilu seridlu o pravdépodobnosti! Zatimco v pfedchozim dile jsme Ti chtéli ukazat,
jak se pomoci pravdépodobnosti daji Fesit vSemozné matematické tlohy, zde bychom Ti predevsim
radi naznacili, proc je vlastné pravdépodobnost tak uziteénym nastrojem i mimo svét matematiky.
Nasim hlavnim cilem bude pomoci ndhodnych velicin vysvétlit princip, kterému se fikd zdkon
velkych cisel.

Nejprve si vsak zopakujme, co jsme si fekli v predchozim dile. Predstavili jsme si pravdépo-
dobnostni metodu, jez umoziiuje pomoci pravdépodobnosti fesit tlohy, které s ni zdanlivé vibec
nesouvisi. Poté jsme si zavedli ndhodné veli¢iny (znacené velkymi pismeny, nejéastéji X), coz jsou
v podstaté proménné nabyvajici raznych hodnot s riaznou pravdépodobnosti. Definovali jsme je jako
funkce z pravdépodobnostniho prostoru Q do realnych ¢isel. Diky této definici mizeme s riznymi
nahodnymi veli¢inami definovanymi na stejném pravdépodobnostnim prostoru provadét rtizné ope-
race a stale dostaneme nahodnou veli¢inu: jsou-li napfiklad X,Y definované na €2, pak ndhodna
veli¢ina 2X 4 Y2 ptifadi kazdému w z Q &islo 2X (w) + Y (w)2. Po struéném shrnuti sumaéni notace
jsme ji hned aplikovali pfi zavedeni stfedni hodnoty nahodné veli¢iny E(X), coz je prosté pri-
mérna hodnota X. Nakonec jsme si pro libovolné ndhodné veli¢iny X, Y a ¢islo ¢ dokazali vztahy
E(X+Y)=EX)+EY) aE(c- X) = c¢-E(X), které se dohromady nazyvaji linearita stfedni
hodnoty. V fadé pfipad ndm tyto vlastnosti velmi usnadnuji jeji vypocet. VSechny nové nabyté
znalosti jsme pak pouzili k vylepseni pravdépodobnostni metody, té se vSak ve tietim dile vénovat
vibec nebudeme.

Zacatek tohoto dilu bude vénovan predevsim intuici za jiz zminénym zakonem velkych cisel,
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ktery miiZe sice na prvni pohled ptisobit ponékud slozité, ale ve skuteénosti pouze potvrzuje sprav-
nost nasich predstav o pravdépodobnosti. Déale prozkoumame nékolik uzitecnych myslenek, jako je
nezavislost ndhodnych veli¢in (coz je zobecnéni nezavislosti jevi z prvniho dilu) nebo rozptyl.

Zakon velkych cisel

Zdkony jsou jako pdrky, lepsi nevédét, jak vznikaji.

John Godfrey Saxe

Vratme se opét k nasemu oblibenému prikladu s hazenim minci. Predpokladejme, Ze si n-krat
hodime minci a spocitame, kolik ndm padlo panen. Tomu odpovida monstrézni pravdépodobnostni
prostor obsahujici 2™ elementarnich jevi — kazdy odpovidé jedné z moznych posloupnosti hodnot.
V minulém dile jsme si ukézali, jak takovéto pokusy popisovat pomoci ndhodnych veli¢in. Pro hod
s poradovym ¢islem ¢ miZzeme vytvorit ndhodnou proménnou A;, ktera bude fikat, zda v i-tém hodu
padla panna (v tomto pfipadé bude rovna jedné), ¢i nikoli (bude rovna nule). Takovym proménnym
také Fikdme indikétory, nebot indikuji, zda nastal dany jev (padla panna). Stfedni hodnota této
proménné E(A;) bude rovna % 14 % 0= % Pouzitim linearity stfedni hodnoty dostavame, ze pro
stfedni pocet padlych panen plati E(A; + A2 + -+ 4+ An) = E(A1) + E(A2) + - - - + E(An) = n/2.

Vsimni si, ze ackoli v predchozim pfikladu byly jednotlivé hody minci nezavislé, tak to pro
pouziti linearity stfedni hodnoty nebylo nutné, protoze plati i obecné. Muzeme tfeba uvazit jinou
nahodnou veli¢inu B odpovidajici tomu, Ze si nejprve ndhodné s polovi¢ni pravdépodobnosti vy-
bereme mezi minci, kterd mé na obou stranach pannu, a minci, kterd mé na obou stranach orla, a
poté si touto minci n-krat hodime. Stfedni hodnota B je % -0+ % -n =n/2 (mohou nastat jen dvé
moznosti). Zaroven ale mizeme totéz spocitat pomoci indikatori: Zavedeme-li B; jako indikator
toho, zda je i-té slovo na papife ,,panna‘“, bude opét platit, Ze B; je rovno jedné s pravdépodobnosti
%, a podle stejného vzorecku jako vyse dostaneme, ze E(B) = E(B1)+E(B2)+---+E(Bn) =n/2.
Tentokrat uz ale o nezavislosti mluvit nemtzeme: Nastane-li jev By = 1, vime, Ze uz jisté nastanou
i vSechny ostatni jevy B; = 1.

Veli¢iny A a B nas budou provazet po zbytek dilu a budeme se drzet jejich znadeni (ndhodné
veli¢iny jinak obvykle zna¢ime pismeny z konce abecedy).

Prvni priklad s veli¢inou A jsme dokonce pouzili v prvnim dile jako motivaci k zavedeni pravde-
podobnosti: hodime-li si n-krat férovou minci, oc¢ekavame, Ze ptiblizné v piilce pfipadi dostaneme
pannu. Prvni a druhy pfiklad se v tomto ohledu zasadné lisi. Ackoli v druhém prikladu také plati
E(B) = n/2, nemé smysl ocekavat, ze budou hodnoty B blizko priméru, ponévadz veli¢ina nabyva
pouze hodnot 0 a n.

Co presné tedy mame na mysli, kdyZ v prvnim p¥ipadé oéekdvame pfiblizné n/2 panen? Na nésle-
dujicich dvou obrazcich vidis vysledek pokusu, kdy jsme na pocitaci postupné generovali 1000 na-
hodnych veli¢in, pficemz kazda nabyva hodnoty 0, nebo 1 s pravdépodobnosti % To odpovida
hézeni minci a sledovani poc¢tu panen, takze dale budeme o pokusu mluvit tak, jako kdybychom si
doopravdy hodili tisickrat minci.

Na prvnim obrazku jsme postupné vyznacili to, jak se pocet padlych panen lisi od stfedni hod-
noty, neboli pro n od 1 do 1000 jsme vyznadili, kolik je A1+ Az+---+ A, —n/2. Na druhém obrazku

| AitAst-+A,
n/2

je vyznacen podi . Oba obrazky odpovidaji stejnému pokusu, takze napiiklad plati,

ze hodnota nalevo je vétsi nez nula pravé tehdy, kdyz je hodnota napravo vétsi nez jedna.
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Kdyz se podivas na prvni obrazek, vidis, ze celkovy pocet panen nebyl 500 (doopravdy to bylo
514). D4 se spocitat, ze pravdépodobnost, Ze padne presné 500 panen, se pohybuje kolem pouhych
2,5 %. Graf na levém obrazku ani nevypada, Ze by se snazil zistavat v okoli nuly. Naopak se zda,
ze se rozdil poctl panen a orli s rostoucim poctem hodd postupné zvétsuje.

Tento fakt neni tak prekvapivy, pokud se smifime s tim, Ze mince ,nema pamét* — to je to,
co myslime, kdyz fikdme, ze jednotlivé hody jsou nezavislé. V prvnich Sestnacti hodech padly jen
dvé panny! a graf se odchylil od nuly k hodnoté —7. To ale viibec neznamena, Ze by se v dalsich
hodech mince musela snazit, aby padalo vice panen (a tim se graf vratil k nule). Panna a orel jsou
v kazdém dalsim hodu stejné pravdépodobni, a to nezavisle na historii.

Lidé si to ovSem obcas neuvédomuji, ¢imz se dopoustéji tzv. gamblerova omylu. V roce 1913 tfeba
v jistém kasinu v Monte Carlu hrac¢i prohrali rekordni ¢astky, kdyz v tamni ruleté dvacetsestkrat po
sobé skoncila kulicka na cerném policku. Hrac¢i samoziejmé sazeli na to, ze v pfistim kole uz pfece
kulicka musi padnout na cervené policko. Pozorovani, ze mélokdy padne tolik éernych po sobé, je
sice spravné; kdyz ale timto nepravdépodobnym jevem podminime (tedy kdyZ uz vime, Ze nastal),
je v dalsim roztoceni rulety Cerna stejné pravdépodobna jako Cervena. To, Ze jsme v minulosti méli
smiilu, nas bohuzel nijak nechrani pred dalsim nestéstim.?

Nasledujici uloha ukazuje, ze ackoli je po 2n hodech nejpravdépodobnéjsi pocet padlych panen
roven n, pravdépodobnost tohoto jevu se postupné zmensuje (a jak jsme si fekli, pro n = 1000 je
to jen 2,5 %).

Uloha 1. Vzpometi si, e pravdépodobnost, Ze v n hodech padne pfesné k panen, je (Z) -2,

n

n/2) > (Z), neboli nejpravdépodobnéjsi

(1) Dokaz, ze pro sudé n a nezidporné k < n plati (
pocet padlych panen je n/2.

(2) Dokaz, ze se s rostoucim 2n zmensuje pravdépodobnost, ze pfi 2n hodech padne presné
polovina panen.

Pohlédni v8ak nyni na druhy obréazek, kde udavame podil po¢tu padlych panen a stfedni hodnoty
n/2. Ackoli se tento graf chova pro prvnich pfiblizné 30 hodt docela nevyzpytatelng, pomér se
nasledné rychle pfiblizi hodnoté jedna, presné jak napovidé intuice.

Rozdilné chovani obrazkt ukazuje i nasledujici iloha. Prvni podiloha se tyké4 obrazku nalevo a
jejl vysledek je pfimym dusledkem toho, Ze mince nema pamét. Druhd podiloha se tyka obrazku
napravo a naznacuje, ze graf napravo ma tendenci vracet se k hodnoté 1, jestlize se od ni vychylil
(prvnich nékolik hodi je totiz stdle méné a méné dulezitych).

Uloha 2. Piedpokladdejme, %e v prvnich deseti hodech padly samé panny. Pro n > 10 oznaéme
n =104+ A11+ -+ An —n/2, tedy rozdil po¢tu panen a stiedni hodnoty po n hodech. Obdobné

podil po n hodech oznaéme P, = %

(1) Spocitej, ze pro vSechna n > 10 plati E(R,) = E(R10) = 5.

LIOpravdu! Samotné nas to piekvapilo.
2Jak by Ti Job jisté ochotné potvrdil.



(2) Spocitej, kolik je E(Py), a ovéf, ze pro m > n > 10 je E(Pp) < E(Py).

S podobnym jevem se mimochodem muzes setkat i za jinych okolnosti a obvykle se oznacuje
jako regrese k pruméru. Nad jeho jinymi variantami se mize$ zamyslet v nasledujici tloze.

Uloha 3. (na zamysleni, nemusi$ nic pocitat)

(1) Jista soutéz probiha ve dvou soutéznich dnech, pfidemz kazdy den tcastnici fesi t¥i tlohy.
Predpokladejme, ze kazdy soutézici ma pro kazdou ulohu nezavisle na ostatnich polovi¢ni
pravdépodobnost, Ze ji vyfesi. Rozmysli si, Ze ti, ktefi prvni den vyfesili alespon dvé ulohy,
budou po druhém dni pravdépodobné umisténi hife nez po tom prvnim.

(2) Jisty ucitel zpozoroval, ze pozitivni motivace nefunguje tak dobfe jako ta negativni. Pokud
se zakovi povedl test vyjimecné dobfe, ucitel jej pochvalil. I presto se pristi test obvykle
nepovedl tak dobte. Pokud se test zdkovi viibec nepovedl, ucitel ho sefval. Pristi test se
zakovi obvykle povedl 1épe. Mas pro to néjaké jiné vysvétleni?

(3) Bylo vypozorovano, ze v roce 2017 se v jistych zatackach odehralo hodné bouracek. Do
zatacek byly nainstalovany bezpec¢nostni kamery a v pfiStim roce v téchto zatackach jiz
k tolika havariim nedoslo. Znamena to nutné, ze bezpecnostni kamery zde pfispély k bez-

Vratme se k obrazku podilu napravo. Fakt, zZe se graf na obrazku (s velkou pravdépodobnosti)
drzi pobliz hodnoty jedna, se nazyva zakon velkych ¢isel. Tento zakon doopravdy neplati jen pro
férové mince, ale tfeba i pro hazeni faleSnou minci nebo kostkou — a obecné pro nezavisla opakovani
jakéhokoliv pokusu. My si dokdzeme jeho jistou verzi, ale nejprve si povézme, pro¢ je tento fakt
vibec zajimavy.

Zakon velkych c¢isel potvrzuje nasi intuici, Ze se pravdépodobnost chova predvidatelné, pokud
dany pokus opakujeme mnohokrat (jestlize bychom si hodili minci jen tf¥ikrat, nic zajimavého
bychom asi nevypozorovali). Ve druhém dile jsme si napiiklad jako souc¢ast nasi predstavy o tom, co
je stfedni hodnota, povédéli, Ze se vyplati hrat hry, ve kterych je stfedni hodnota vydélku kladné. Ne
vzdy je to ale tak jednoduché — hral(a) bys tfeba hru, ve které vyhrajes 6 000 K¢ s pravdépodobnosti
90 % a prohrajes 50 000 K¢ s pravdépodobnosti 10 %7 I kdyz je stfedni hodnota vydélku kladna, zda
se zbytecné riskovat své tydenni kapesné kviili almuzné 6000 K&. Uplné jina situace je, pokud bys
mél(a) odehrat pét tisic her, pfi¢emz v kazdé vyhrajes 1,2 K¢ s pravdépodobnosti 90 % a prohrajes
10 K¢é& s pravdépodobnosti 10 %. Pro dostateéné mnozstvi pokust uz se prosté mizeme spolehnout
na to, Ze vyhrajeme pfiblizné 90 % her a vydélame si. To proto, ze plati zdkon velkych éisel.

Rozmysleme si, jak formulovat zakon velkych ¢isel o néco presnéji nez ,graf na obrazku bude
blizko jedné“. Zabyvame se ndhodnou veli¢inou A = A; + Ag + --- + A, a specialné nas zajima
pomér %}2. Pravdépodobnost, ze bude tento podil presné 1, je miziva, ale miuzeme si zvolit interval,

feknéme od 0,9 do 1,1, a pak se ptat, jaka je pravdépodobnost jevu 0,9 < %}2 < 1,1. Jestlize
dokazeme, ze pravdépodobnost tohoto jevu je velka, feknéme alesponi 90 %, mtizeme si gratulovat.

Problém je, Ze tyto podminky obecné neplati. Tfeba pro n = 5 muze veli¢ina %
nabyvat hodnot 0, %, %, %,% a %. Jev 0,9 < W < 1,1 tak nenastane nikdy! Bud je
tento podil nejvyse 0,8, nebo alespon 1,2. Problém je v tom, ze zdkon velkych cisel je zdkon pro
velka ¢isla, ne pro vSechna ¢isla. MizZeme tak doufat, Ze podminky budou s velkou pravdépodobnosti

splnény, pokud si minci hodime aspon, feknéme, tisickrat, ale je mylné ocekavat, ze pomér %}2
bude s velkou pravdépodobnosti blizko jedné i pro malé n.
Pozdéji si opravdu dokazeme, ze pro alespon tisic pokusti bude pomér %}2 v intervalu mezi 0,9 a

1,1 s pravdépodobnosti alespont 90 %. Ditkaz bude obecny a sdm (sama) si pak budes moci rozmyslet,
ze kdyz zvétsime pocet pokusi, miizeme tfeba z0zit interval nebo zvysit pravdépodobnost, ze %}2
bude lezet po n pokusech v daném intervalu.
Jak vidis, uz jenom formulace principu, ktery vidime na obrazku napravo, je nesnadny tkol,
4



Markovova nerovnost

Abychom néjakou verzi zakona velkych ¢isel dokazali, musime si nejprve ukazat pravdépodobnostni
nerovnost, kterou k dikazu pouzijeme. Zatim jedinou pravdépodobnostni nerovnosti, kterou zname,
je fakt, ze pravdépodobnost sjednoceni jevii je nejvys soucet jednotlivych pravdépodobnosti. S tou
si jiz ale nyni nevystacime.

Ukazeme si nerovnost, ktera rika, ze pokud néjaka ndhodné veli¢ina nabyva nezapornych hodnot,
tak jen s malou pravdépodobnosti mtze nabyvat hodnot podstatné vétsich nez jeji stfedni hodnota.
To zni docela slozité, ale myslenka je jednoduchéa. Predstav si, ze na dlouhém dratu napnutém mezi
dvéma sloupy sedi hejno $packii. Reknéme, Ze priimérna vzdalenost $packa od levého sloupu je 10
metria. Kolik $packt muze sedét ve vzdalenosti aspon 20 metria? Nejvyse polovina! Pokud by totiz
vice nez polovina Spackt sed€la ve vzdalenosti alespon 20 metri, jen diky této poloviné by pramérné
vzdalenost byla vétsi nez 10 metrii. Lepsi odhad nez jedna polovina vSak dostat nemutzeme, nebot
se muze stat, ze polovina Spacku sedi ve vzdalenosti 0 od levého sloupu, zatimco druhé polovina ve
vzdalenosti 20 metri. Podobnou tvahu mtiZzeme udélat i pro ndhodné veli¢iny. Ziskand nerovnost
se jmenuje podle Andreje Markova3.

Tvrzeni. (Markovova nerovnost) Necht X je ndhodnd veli¢ina definovand na koneéném prav-
dépodobnostnim prostoru 2 nabyvajici pouze nezapornych hodnot. Potom pro libovolné ¢ > 0
plati
1
P(X >c E(X)) < -.
c
Tedy stejné jako maximéalné polovina Spackt muze sedét dale nez dvojnasobek praumérné vzda-
lenosti, muze nezadporna nahodna veli¢ina s nanejvys tfetinovou pravdépodobnosti nabyvat hodnot
vétsich nez trojnasobek stfedni hodnoty. Pov§imni si, Ze se v nerovnosti vyskytuje jednou ,,>“ a
jednou ,,<“. Nejprve se ,,>“ vyskytuje uvniti pravdépodobnosti, kde definuje jev ,, X nabyva velké
hodnoty“. Néasledné ,,<“ ¥ika, ze pravdépodobnost tohoto jevu je mala.

Dikaz. Pokud by tomu tak nebylo, mél by jev X > ¢E(X) pravdépodobnost ostfe vétsi nez %
Jenze pokud nezdporna nahodnd veli¢ina nabyva hodnoty alespon cE(X) s pravdépodobnosti vyssi
nez %, musi uz jeji stfedni hodnota E(X) byt vyssi nez cE(X) - % = E(X), coz je nesmysl.

Uloha 4. Rozmysli si:

(1) Kdy v Markovové nerovnosti nastava rovnost?

(2) Najdi pfiklad ndhodné veli¢iny nabyvajici zdpornych hodnot, pro kterou nerovnost neplati.

Uloha 5. Medianem m(X) nahodné veli¢iny X myslime libovolné &islo, pro které plati, Ze
P(X > m(X)) > % a P(X < m(X)) > % Naptiklad pro pocet panen pfi jednom hodu minci
je medidnem libovolné ¢islo od 0 do 1 a pro hod férovou devitisténnou kostkou (nabyva hodnot od

jedné do deviti) je medidnem pouze &islo 5.
(1) Rozmysli si, ze pro kazdou veli¢inu X existuje vzdy aspoii jeden median.
(2) Dokaz, ze pro libovolny median plati m(X) < 2E(X).

Uloha 6. Ve Wonkové tovarné na ¢okoladu je na vybér ze 320 piichuti ¢okolady. P¥i prochézce
tovarnou si kazdé z péti déti smélo ochutnat 160 piichuti. Protoze bylo na spéch, kazdé dité si

3 Andrej Markov (1978-) je rusky hokejista, ktery v roce 2018 dopomohl svému tymu Ak Bars
Kazan k vitézstvi Gagarinova poharu. Jeho jmenovec Andrej Markov (1856-1922), zak P. Cebyseva,
je v teorii pravdépodobnosti zndm zejména diky tzv. Markovovym fetézcim, pomoci kterych se
modeluji nejriznéjsi pravdépodobnostni procesy.
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vybralo ndhodnych 160 pfichuti nezavisle na ostatnich détech. Dokaz, Ze prichuti, které si zadné
dité nevybralo, je alespon dvacet s pravdépodobnosti nejvyse jedna polovina.

Vratme se nyni k zdkonu velkych ¢isel. Zajima nas ndhodné veliéina A = A; + A + -+ + An,
kde kazdé A; odpovida jednomu hodu minci. Specidlné bychom radi odhadli pravdépodobnost jevu
%}2 > 1,1, ktery také mizeme zapsat jako A > 0,55n. Diky symetrii panen a orli je pravdépo-
dobnost, ze A < 0,45n, stejnd, takze staci spocitat, ze pravdépodobnost jevu A > 0,55n je mala.
Pravdépodobnost, Ze A nelezi v intervalu mezi 0,45n a 0,55n, pak bude dvojnésobna (a tedy porad
mald), nebot se jedna o disjunktni jevy.

Pravdépodobnost jevu A > 0,55n odhadneme pomoci Markovovy nerovnosti. Mame E(A) = 7,
takze Markovova nerovnost rika, ze

1
P(A > 0,55n) = P(A > 11 E(4)) < 77 =09,

Pravdépodobnost, Ze A nelezi v intervalu mezi 0,45n a 0,55n, je tak nejvyse 2 - 1—11 = 1,8.
Ouha, aplikace Markovovy nerovnosti tedy skonéila naprostym fiaskem. Chtéli jsme d(;ké,zat, ze
pravdépodobnost tohoto jevu mald, ale pouze jsme zjistili, ze je mensi nez 1,8. Kde se stala chyba?

Problém je v tom, ze kdybychom takto jednoduse pomoci Markovovy nerovnosti dokazali néco
pro veli¢éinu A odpovidajici opakovanému hézeni minci, dokéazali bychom to samé i pro veli¢inu
B, ktera nabyva hodnoty 0 a n se stejnou pravdépodobnosti. Pro ni ale nic takového neplati —
prumérna hodnota je n/2, ale pravdépodobnost, ze pfi n hodech ziskdme hodnotu mezi 0,45n a
0,55n, je nulova. V nasledujici kapitole se proto zamyslime nad nezavislosti, protoze dilezity rozdil
mezi A a B je praveé ten, ze jednotlivé hody minci, pomoci kterych definujeme A, jsou nezavislé.
Nésledné si pro ndhodné veli¢iny zavedeme dal$i parametr, tzv. rozptyl, ktery uz veli¢éiny A a B
spolehlivé rozlisi.

Nezavislost nahodnych velicin

Uz v prvnim dile jsme si povédé€li o nezavislosti jevi. Protoze ale nyni pracujeme spiSe s velicinami
nez s konkrétnimi jevy, hodi se rozsifit si i nasi definici nezavislosti. Co znamend, Ze na sobé
dvé veli¢iny X,Y — tedy dva pokusy — nezavisi? Intuitivné by to mélo znamenat, Ze zname-li
vysledek jednoho pokusu, neovlivni to mozné vysledky toho druhého. Receno jazykem podminéné
pravdépodobnosti, pro libovolné z a y by mélo platit P(Y = y| X = z) = P(Y = y). Z prvniho
dilu vime, Ze tento vyraz mizeme pfepsat jako P(X =2 NY =y) = P(X = z) - P(Y = y), tedy
jevy X =z a Y = y jsou nezavislé. Presné tak se definuje nezavislost velic¢in.

Definice. Méjme pravdépodobnostni prostor 2 a na ném dvé ndhodné veli¢iny X a Y takové,
7e X nabyva hodnot x1,x2,...,Zm a Y nabyva hodnot y1,¥2,...,yn. Rekneme, 7ze X a Y jsou
nezavislé, pokud jsou pro vSechna 1 <i<mal<j<njevy X =x; aY = y; nezavislé.

Prikladem je tieba hod dvéma férovymi kostkami. V takovém pfipadé pracujeme s pravdépo-
dobnostnim prostorem obsahujicim 36 moznych vysledki, pficemz kazdy nastane se stejnou prav-
dépodobnosti. Mizeme se nyni ptat na to, kolik ok padlo na prvni a kolik na druhé kostce, a zavést
k tomuto ucelu ndhodné veli¢iny X a Y.

Spocitame, ze pro libovolné 1 < i < 6 plati

1 1
P(X:i):P(X:iﬁY:1)+~-~+P(X:iﬂY:6):6~£: 5
nebot to, Ze nastal jev X = i, odpovida Sestici elementdrnich jevi. Stejné tak pro libovolné

1 < j < 6 dostaneme P(Y = j) = %. Pro libovolné i a j proto plati P(X =:NY = j) = %.
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Zéroven P(X =14)-P(Y =j) = % . % = %. Vsechny dvojice jeviit X =i a Y = j jsou tedy nezavislé,
a muzeme tak sméle tvrdit, ze i ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé.

Uloha 7. Na stole lezi dvé modré, jedna ervend a jedna zelena propiska. Vybereme si dvé
nidhodné. Necht X je ndhodn4 veli¢ina znacici podet vybranych modrych propisek a Y znaéi pocet

vybranych ¢ervenych propisek. Jsou X a Y nezavislé?

Reseni. Pravdépodobnostni prostor odpovida $esti moznym vysledkéim. Dame-li si tu praci, mu-
zeme si nakreslit tabulku a vyplnit do ni pravdépodobnosti vSsech jevi X =iNY = j.

Y 2 1
0 0 s 5
0 1 2
X
Pravdépodobnosti jevi X = 4 dostaneme jako souéty po sloupcich (vyjde é, %, %) a pravdépo-

dobnosti Y = j jako soucty po Fadcich (vyjde %, %) Aby byly dané veli¢iny nezavislé, musela by
hodnota na kazdém poli¢ku byt rovna souéinu souc¢tu odpovidajiciho radku a sou¢tu odpovidajiciho
sloupce. To ale neplati, tfeba pro jev X =0NY = 0 mame 0 # é . %

Ackoli ndm trvalo t¥i dily seridlu, nez jsme si ukézali definici nezavislych ndhodnych veli¢in,
je to jeden z konceptil, ktery casto bereme jako samoziejmy. Kdyz si hodime kostkou, zatimco
kamarad si lizne kartu ze zamichaného balicku, vysledky na sobé samoziejmé ,nezavisi“. Abychom
tento koncept mohli pofddné popsat, zavedli jsme si postupné pravdépodobnostni prostory, které
obsahuji vSechny mozné vysledky pokusu (to jsou elementarni jevy, v tomto p¥ipadé dvojice sténa
kostky a karta). Nasledné jsme definovali nezavislost, ale jen pro jevy. Poté jsme zavedli ndhodné
veli¢iny, které odpovidaji jednotlivym pokustim, a teprve nyni jsme vsechno spojili dohromady.
Plodem nas$eho snazeni je to, ze nyni naprosto presné vime, co to znamena, ze jsou dané pokusy
nezavislé, a mizeme proto s nimi snaze pracovat. Pro vSechny nezavislé veli¢iny kuptikladu plati,
ze soucdin jejich stfednich hodnot je stfedni hodnotou jejich soucinu.

Tvrzeni. Necht X aY jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Potom plati, ze E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Nez se pustime do ditkazu, ukazme si pouziti na nasledujicim ptikladu. Uvazme pravdépodob-
nostni prostor o velikosti 24 odpovidajici dennim hodinam a veliciny X, Y, kde X pro kazdy interval
o délce jedné hodiny fika, kolik vlakt vcera projelo jihlavskym nadrazim béhem tohoto intervalu.
Dale Y 1ika, kolik pramérné vagént mély tyto vlaky. Pokud tedy mezi pulnoci a jednou hodinou
ranni projel jeden vlak se dvéma a jeden vlak se ¢tyfmi vagény, bude pro odpovidajici elementarni
jev naseho prostoru nabyvat X hodnoty 2 a Y hodnoty 3.

Veli¢ina XY Fika, kolik vagéni projelo nadrazim v dany casovy interval. Vime-li, ze E(X) = 20
a E(Y) = 3, d4vé smysl, ze E(XY) = 60. To ale plati jen za pfedpokladu, Ze jsou veli¢iny X a Y
nezavislé!

Jestlize kazdou z dvanacti no¢nich hodin projede stanici jeden vlak s jednim vagénem, zatimco
kazdou denni hodinu to bude 39 vlaki po péti vagénech, bude platit E(X) = 20 a E(Y) = 3.
Jenze pramérny podet vagéntt bude 12:1:1+12:39:5
ze v tomto pripadé€ nejsou X a Y nezavislé.

= 98, coz je mnohem vice nez 60. Rozmysli si,
Dikaz. Nazvéme H(X) a H(Y) obory hodnot X a Y. Na jednu stranu pro veli¢inu X - Y plati

E(X-Y)= Y Y PX=znY =yay,
zEH(X)yeH(Y)
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protoze vzdy s pravdépodobnosti P(X = 2zNY =y) bude X =z a Y =y, protez XY = zy. Na
druhou stranu zatneme zuby a uvédomime si, ze

E(X)E(Y) o PX=az|-| Y Py=yy|=

z€H(X) yEH(Y)

> ) P(X=a)x-P(Y =y,

z€eH(X)yeH(Y)

kde jsme roznasobili dvé zavorky. Tyto dva vyrazy jsou ale stejné, protoze z nezavislosti mame
P(X=2NnY =y)=P(X =z) -P(Y =y) pro vSechna z a y.

Uloha 8. Kuba dluzi Honzovi obnos, jehoz hodnotu jiz oba davno zapomnéli, a tak se rozhodli,
ze mu ho Kuba splati néasledujicim zptisobem.

(1) Kuba si dvakrat hodi kostkou. Pocet ok pfi prvnim hodu postupné uréi jednu z Sesti hodnot
1,2,5,10,20,50. Pocet ok pfi druhém hodu pak uréi, kolik minci této hodnoty da Kuba
Honzovi. Jaka je stfedni hodnota zaplacené castky?

(2) Honzu napadlo, ze aby se zbytecné neosoupala kostka, bude stacit, kdyz si Kuba hodi jen
jednou, a tato hodnota uré¢i ¢astku i pocet minci (tfi oka znamenaji tiikrdt pét korun).
Jaka je stfedni hodnota ted?

Uloha 9.
(1) Nahodné veli¢iny X1, X2,...,Xp jsou nezavislé, pokud pro vSechna z1,z2,...,zs plati,
ze n-tice jeva X1 = z1, Xo = z2,..., Xn = T je nezavisla. Ovér, ze pro nezavislé veli¢iny

plati E(Xl - Xg- Xp) = E(Xl) . E(XQ) s E(X7L).

(2) David se rozhodl podvadét v jisté hie, ve které se desetkrat hodi kostkou (jednotlivé hody
jsou nezavislé) a nésledné se spocte a) soucet b) soucin jednotlivych poét ok. Soudet ok
na protilehlych stranach kostky je vzdy sedm. David se naudil hazet kostkou tak, ze si
vzdy muze vybrat dvojici protéjsich stén a hodit tak, ze tyto stény zarucené nepadnou
(ostatni stény padnou s pravdépodobnosti i) Jak ma héazet kostkou, aby maximalizoval
stfedni hodnotu a) souctu b) soucinu ok?

Rozptyl

Tragické fiasko s aplikaci Markovovy nerovnosti na veli¢inu A odpovidajici hodu n mincemi ukézalo,
ze znat stfedni hodnotu dané veli¢iny nestaci k tomu, abychom rozlisili A od veli¢iny B, kterd
nabyva hodnoty 0 a n se stejnou pravdépodobnosti. V této kapitole si povime o rozptylu, coz
je parametr ndhodné veli¢iny, ktery nam ¥fika, jak moc jsou hodnoty dané veli¢iny vzdalené od
prumeéru, a umozni nam tak tyto veli¢iny rozlisit.

Definice. Rozptylem nahodné veli¢iny X myslime stfedni hodnotu veli¢iny (X — E(X))2.

Rozptyl se znadi Var(X) (znaceni pochazi z anglického variance), takze mizeme psat Var(X) =
= E((X —E(X))?). Ackoli tento vyraz vypada kuriézné, dava dobry smysl. Pfedné, (X —E(X))? je
zase ndhodna veli¢ina. Zname-li stfedni hodnotu ptivodni veli¢iny X (na obrazku vyznacena svislou
darou), pro vypocet rozptylu si nejdiive pfedstavime, Ze od vSech moznych hodnot X odeéteme
E(X) (tim posuneme cely histogram o E(X)). Dostaneme veli¢inu X — E(X), jejiz stfedni hodnota
je nula. Nakonec mozné hodnoty této veli¢iny umocnime na druhou a spocitdme stfedni hodnotu.

Cislo, které dostaneme, nam v jistém smyslu ¥ik4, jaka je primérné vzdalenost hodnot veliiny
X od jeji stfedni hodnoty. Nicméné se nejedna o pramér vzdalenosti (tomu by odpovidala veli¢ina
|X —E(X)]), ale o pramér druhych mocnin vzdalenosti. Druhd mocnina zafidi, Ze muze-1i veli¢ina
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nabyvat hodnot hodné Vzdélen}'lch od prumeru bude jeji rozptyl obrovsky. Proto plati, Ze rozptyl
pro hod minci vyjde jen 3 (O 52 +0,52) = Z’ protoze vysledek je vzdy bhzko prumeéru. Naproti
tomu rozptyl hodu kostkou je g 12,52 41,52 40,5240,52 +1,5242,52) =

byt od pruméru déle.

12, nebot vysledky mohou

=
=

=

TTTT1T

Nasim cilem je nyni spocitat rozptyly dvou veli¢in A a B ze zacatku tohoto dilu. Za¢néme s B.
Abychom se pfi vypoctu rozptylu moc nenadfeli, rozmysli si nejprve dvé obecné vlastnosti rozptylu.

Uloha 10. Dokaz, ze pro libovolna &isla a a b plati Var(X +a) = Var(X) a Var(bX) = b?Var(X).
Jinymi slovy, pfictenim jednic¢ky ke vSem hodnotam nahodné veli¢iny se jeji rozptyl nezméni, a
pokud hodnoty vynéasobime deseti, rozptyl se zvétsi stokrat.
Z druhé vlastnosti plyne, Ze rozptyl B je n?-nasobek rozptylu veli¢iny indikujici, zda v jednom
hodu minci padla panna. Uz jsme spocitali, ze rozptyl této veliiny je %; dostavame Var(B) = i-nQ.
Nasledujici tvrzeni ukazuje jiny zpusob, jak pocitat rozptyl.
Tvrzeni. Pro ndhodnou velicinu X plati Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Dikaz. Po rozepsani rozptylu z definice a roznasobeni dostavame rovnost
Var(X) = E (X2 - 2XE(X) + E(X)?) ..
Na ni muzeme aplikovat linearitu stfedni hodnoty:
Var(X) = E(X?) — E(2XE(X)) + E (E(X)?).

Jakkoli je to na prvni pohled zvlastni, i 2XE(X) a E(X)? jsou nadhodné veli¢iny definované
na stejném pravdépodobnostnim prostoru jako X: prvni z nich pfifadi elementarnimu jevu w ¢islo
2E(X) - X (w), zatimco druh4 prosté piifadi vem jeviim stejné éislo E(X)2.

Protoze 2E(X) je ¢islo a ne veli¢ina, plati E (2XE(X)) = E(2E(X)-X) = 2E(X) - E(X) =
=2E(X)?, a déle E (E(X)?) = E(X)?2. Dohromady tedy dostévame

Var(X) = E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) - E(X)2.

Uloha 11. Spo¢itej Var(B) pomoci pfedchoziho tvrzeni.

Uloha 12. Dokaz, ze pro libovolnou nahodnou veli¢inu X plati E(X2) > E(X)2. Kdy v této
nerovnosti nastava rovnost?

Uloha 13. Mgjme nahodnou veli¢inu X, ktera nabyva pouze hodnot z mnoziny {1,2,...,n}. Pro
jakou nejvétsi hodnotu n je kazda takovd X jednoznacéné urcena (neboli pravdépodobnost kazdého
jevu X =1 je pevné déna):

(1) svoji stfedni hodnotou?

(2) svoji stfedni hodnotou a rozptylem?

(3) svym rozptylem?



Pokusme se nyni spocitat rozptyl veli¢iny A. Na prvni pohled viibec neni jasné, jak na to. Pro

pocitani stfedni hodnoty prijde vhod jeji linearita, tedy fakt, ze stfedni hodnota souctu je soucet
stFfednich hodnot. Plati néco takového i pro rozptyl? Obecné ne, coz si muzes rozmyslet v nasledujici
uloze.
Uloha 14. Uvazme jeden hod férovou minci (odpovidajici pravdépodobnostni prostor méa dva
prvky) a veliéinu P indikujici, zda padla panna (tedy je rovnd jedné, padla-li panna, a jinak
nule), a veli¢éinu O indikujici, zda padl orel. Spoéitej, ze Var(O + O) > Var(O) + Var(O) a
Var(O + P) < Var(O) + Var(P).

Klicovou vlastnosti rozptylu je nicméné to, Ze pro nezavislé veli¢iny je soucet jejich rozptyla
opravdu rozptylem jejich sou¢tu. To plyne pfimo z toho, Ze pro nezavislé veli¢iny je E(XY) =
=E(X)E(Y):

Tvrzeni. Jsou-li X aY nezavislé nahodné veli¢iny, plati Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Dikaz. Rozepisme vyraz Var(X 4+ Y') s pomoci linearity stfedni hodnoty.

Var(X +Y)=E((X +Y)?) —E(X +Y)? =
=E(X?) + E(Y?) + 2E(XY) — (E(X)? + 2E(X)E(Y) + E(Y)?).

Pro nezéavislé ndhodné veliéiny plati E(XY) = E(X)E(Y), takze se tyto ¢leny odectou a zbude nam
rovnost Var(X +Y) = E(X2) + E(Y?) - E(X)? — E(Y)? = Var(X) + Var(Y).

Uloha 15. Zobecni pfedchozi tvrzeni pro libovolny poéet ndhodnych veli¢in, tedy dokaz, ze mame-
li ndhodné veli¢iny X1,..., X, takové, ze kazda dvojice X;, X; (¢ # j) je nezdvisla, pak plati
Var(X1 + X2 + -+ + Xy ) = Var(X1) + Var(X2) + - - - + Var(Xy).

Spocitat rozptyl ndhodné veli¢iny A je nyni snadné. Mame

Var(A) = Var(A1) + Var(A2) + -+ + Var(A,) = n - Var(A1) = %n

Porovnanim s Var(B) = %nQ vidime, ze Var(A) je pro velké n mnohem mensi nez Var(B). To

je presné vysledek, ktery jsme cekalil Rozptyl veli¢iny B je obrovsky, protoze hodnoty, kterych B
nabyva, jsou vzdy daleko od primeéru.

Jdeme do finale. Markovova nerovnost, kterou jsme jiz potkali, ndm totiz prekvapivé Casto
o nahodné veli¢iné X fekne vice, pokud ji aplikujeme nikoliv pfimo na X, nybrz na veli¢inu
(X — E(X))?, kterda méfi ,vzdalenosti hodnot X od priméru“. Dosazeni tohoto vyrazu do Mar-
kovovy nerovnosti je tak uzitenym trikem, Ze vyslednd nerovnost mé své vlastni jméno po P.

Cebysevovit.

Tvrzeni. (Cebysevova nerovnost) Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a a > 0 plati
2 2 1
P((X —E(X))2>a Var(X)) < 5

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze (X — E(X))? nabyvd pouze nezapornych hodnot a Var(X) =
= E((X — E(X))?), miizeme aplikovat Markovovu nerovnost na veli¢inu (X — E(X))? a a2, &¢imz
dostaneme dokazovanou nerovnost.

4Rusky matematik Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821-1894) je kromé& své nerovnosti znam také
diky svym prispévkam k teorii Cisel: dokézal kuptikladu tzv. Bertrandiv postulat, ktery tvrdi,
ze pro libovolné prirozené n se mezi n a 2n nachéazi alespon jedno prvocislo. V cizojazyc¢né lite-
ratufe vystupuje pod prezdivkami Chebyshev, Chebysheff, Chebychov, Chebyshov, Tchebychev,
Tchebycheff, Tschebyschev, Tschebyschef, Tschebyscheff ¢i Chebychev.
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Ekvivalentné mtzeme psat P <|X —E(X)| > a«/Var(X)) < a% Odmocnina z rozptylu se na-

zyv4 smérodatni odchylka a obvykle se znaci 0.5 Stejné jako rozptyl ¥ika, jak moc jsou hodnoty
veli¢iny vzdaleny od priméru. Dost mozné ses s ni jiz setkal(a) ve fyzice. Pokud pétkrat zméris
hustotu nezndmého predmétu, pokazdé Ti vyjde trochu jiny vysledek kvili riznym nepfesnos-
tem — méfeni proto miZeme popisovat ndhodnou veli¢inou. Smérodatnou odchylku této veli¢iny
pak obvykle odhadnes z namérenych dat pomoci jistého vzorecku z fyzikalnich tabulek. Odchylka je
predstavitelné&jsi nez rozptyl: pokud ndhodnou veli¢inu X méfis v metrech, tak rozptyl ma jednotku
metry ¢tvereCni, zatimco smérodatnd odchylka je opét v metrech.

Podobné jako Markovova nerovnost tvrdi, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot vyssich nez a-
nasobek stiedni hodnoty s pravdépodobnosti nejvyse 1/a, CebySevova nerovnost prohlasuje, Ze
pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina je vzdalena od své stfedni hodnoty o a-nasobek smérodatné
odchylky, je nejvyse 1/a?. Proto smérodatna odchylka dava predstavu, jak moc se jednotliva méteni
obvykle lisi od praméru (tedy stfedni hodnoty).

Uloha 16. Dokaz, e pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X nabyvajici nezapornych hodnot plati
P(X =0) < V%g‘;
n

Jako velké findle se nyni naposled vrafme k veli¢iné A popisujici hod n mincemi. Mame E(A) = &

a Var(A) = n/4. Cebysevova nerovnost tak po odmocnéni podminky dava

P (14~ B(A)| > av/nfd) < .

Dosadime-li z estetickych davodid a = 2¢y/n, dostdvame

1
P(A—B(A)| > en) <
4c2n

Jestlize za ¢ nyni dosadime 0,05 a zvolime n = 1000, dostaneme, Ze pocCet panen se bude od
pruméru ligit o vice nez 0,05n = 0,1 - 5 s pravdépodobnosti nejvyse 4'0,0551000 = Zio00 = %,
presné jak jsme slibovali v prvni kapitole. S rostoucim n bude tato pravdépodobnost dale klesat.
Miuzeme si vybirat rizna ¢ a zkouSet rtizné presnosti, pro kazdé ¢ nicméné vyraz ﬁ bude klesat

zn
a nakonec bude zanedbatelné maly.

Postup, ktery jsme aplikovali pro hazeni férovou minci, samoziejmé funguje i pro hézeni falesnou
minci, kostkou, méreni vysky lidi, které potkas na ulici, ... Vzdy plati, Ze se zvétSujicim se poctem
pokusi se pravdépodobnost chova predvidatelnéji a ukaznénéji. S pomoci nové nabytych poznatkt
dokonce muzeme zformulovat obecnéjsi verzi naseho tvrzeni:

Tvrzeni. (Verze zakona velkych éisel) Necht X1, ..., X, jsou po dvou nezdvislé nahodné veli¢iny,
které maji vSechny stejnou stfedni hodnotu i rozptyl. Potom pro jejich soucet Y = X1+Xao+---+X,
a libovolné kladné c plati nerovnost

Var(X1 )

P(Y — B(Y)| 2 en) < oy

Ackoli toto tvrzeni kvili mnoha pismenkiim muze plsobit slozité, nejedna se o nic jiného nez
o vypocet, ktery jsme udélali pro hazeni minci (vzorecek nahore dostaneme, pokud si vzpomeneme,
ze rozptyl jednoho hodu minci je i)

Nyni si miizeme kone¢né s tlevou oddechnout, nebot jsme potvrdili, Ze intuitivni predstava
o povaze pravdépodobnosti je spravna! Cesta k tomuto dikazu byla sice pomérné dlouhé a naroc¢na,
ale zase jsme diky ni narazili na spoustu uziteénych a zajimavych konceptt. Dfive nez si bude$ moci

5Uvedeny symbol je malé fecké sigma; jeho velkou variantu uz znas jako sumaéni symbol.
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vychutnat zaslouzeny odpocinek, radi bychom Ti jesté v hvézdickovych kapitolach predstavili par
zajimavosti, které souvisi s tim, ¢im jsme se v tomto dile zabyvali.

Zvérinec nahodnych velicin*

Jeden z pojmil, ktery jsme doted nezavadéli, je rozdéleni ndhodné velic¢iny. Rozdéleni je histogram,
kterym si popisujeme, jak ¢asto dana veli¢ina nabyva jednotlivych hodnot. Jedna se tak o jakysi
prototyp ndhodnych veli¢in, u kterych uz nas vlastné vibec nezajima puvodni pravdépodobnostni
prostor. Zde jsme pro Tebe usporadali katalog nékolika dulezitych rozdéleni. Pfidali jsme k nim
také nékteré jejich vlastnosti, pfi¢emz s vétsinou z nich ses uz nékde v seridlu potkal(a). Pokud ne,
zkus si je sdém (sama) odvodit!

Alternativni (Bernoulliho) rozdéleni — nahodnd veli¢ina nabyvajici s pravdépodobnosti
p hodnoty 1 a jinak nabyvajici hodnoty nula. Veli¢ina odpovidd hodu falesnou minci a my ji
z druhého dilu zname jako tzv. indikator. Pro alternativni ndhodnou veli¢inu X plati E(X) =p a
Var(X) = p — p2.

Binomické rozdéleni — ndhodna veli¢ina znacici pocet panen pfi hodu n mincemi, pfi¢emz na
kazdé z nich padne panna s pravdépodobnosti p. Plati P(X = k) = (Z)pk(l — p)»~k. Dale mame
E(X) = n - p (z linearity stfedni hodnoty) a Var(X) = n(p — p?) (X je soudet nezavislych veli¢in).

Pro p = % jsou hodnoty binomického rozdéleni presné kombinacni ¢isla (Z) vynasobena 27 7.
Proto binomické rozdéleni tzce souvisi s kombina¢nimi ¢isly, tzv. Pascalovym trojahelnikem nebo
tzv. binomickou vétou, se kterymi ses jiz mozna nékde setkal(a). Toto rozdéleni nas provéazelo po
cely tento dil a vime o ném jiz mnoho. Jestlize si hodime n mincemi pro sudé n, nejpravdépo-
dobnéjsi vysledek je, ze padne n/2 panen. Presto je pravdépodobnost tohoto jevu &im déal mensi,
kdy?# zvétsujeme pocet hodi (viz prvni tlohu). Cebysevova nerovnost iika, Ze pravdépodobnost, ze
binomické rozdéleni bude nabyvat hodnot vzdalenych od n/2 o vice nez, feknéme, t¥i smérodatné
odchylky (tedy 3- ﬁ), je jen é, Intuice, Ze pocet panen se od stfedni hodnoty n/2 odchyli o fadové
odmocninu z n, vysvétluje rozdilné chovani dvou grafi ze zacatku tohoto dilu. Zatimco v prvnim
grafu se kiivka postupné vzdaluje od nuly (y/n postupné roste), ve druhém grafu se postupné
piiblizuje k jednic¢ce (yv/n/n je fakt malé pro velka n).

Uloha 17. (t&7k4d) Mg&jme sudé n. Nejprve si rozmysli, Ze (n72) je urcité mensi nez 2™, ale vétsi

nez 2" /(n + 1). Pfedchozi ivaha o Cebysevové nerovnosti doopravdy dava lepsi predstavu o tom,
jak velké je toto kombinaéni ¢islo.

(1) Pomoci Cebysevovy nerovnosti dokaz, Ze (n72) >2m. m.
(2) Naopak vyuzij toho, ze plati (n%) 227 = (1 — %)(1 — n%)(l - %) a zaroven
(1- %ﬂ)( _ %) (- - %) = %H’ abys dokéazal(a), Ze (n72) < 317“

Geometrické rozdéleni — ndhodné veli¢ina odpovidajici po¢tu hodt, nez na falesné minci
padne panna. Padne-li panna s pravdépodobnosti p, mdme P(X = k) = (1 —p)* 1. pa E(X) = %
(viz minuly dil). Jedna se o jedno z mala rozdéleni s vlastnosti P(X > a+b|X > a) =P(X >b).
Jinymi slovy, mince nemé pamét (vzpomer na gambleriiv omyl).
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Alternativni: p = % Binomické: n = 10, p = % Geometrické: p = %
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Rovnomérné rozdéleni — ndhodna veli¢ina odpovidajici tomu, Ze zlomime hil na ndhodném
misté tak, Ze pro libovolny tsek hole (tfeba pro prvni t¥etinu hole) je pravdépodobnost, Zze zlom
bude nékde v tomto tiseku, imérna jeho délce.

Spojitych rozdéleni kromé toho rovnomérného existuje mnoho a obecné se popisuji funkci, které
se fikd hustota pravdépodobnosti. V ptipadé hole délky 1 by hustotou byla funkce rovna jedné
pro 0 < z < 1 a jinak rovna nule. Pravdépodobnost, ze si vyberes dané x z néjakého intervalu,
pak odpovida obsahu pod grafem této funkce, coz je v pfipadé hole to samé jako délka intervalu.
Opravdova hil se lame snaze pobliz prostfedku, coz muzeme popsat funkci, kterd je od 0 do %
rostouci a nasledné od % do 1 klesajici. Stejné dlouhé intervaly pak obecné odpovidaji raznym
obsahiim, a tedy i pravdépodobnostem. Detaily o hustoté pravdépodobnosti jsou nicméné daleko
nad ramec serialu.

Jako varovny priklad toho, Ze se spojité ndhodné veli¢iny chovaji slozitéji, uvadime tlohu, se
kterou pfisel na konci 19. stoleti francouzsky matematik Joseph Bertrand®.

Uloha 18. (Bertrandtv paradox) Uvazme kruznici k se stfedem S a do ni vepsany rovnostranny
trojihelnik se stranou délky 1. Jaka je pravdépodobnost, ze bude délka nadhodné zvolené tétivy
kruznice vétsi nez 17

(1) Zvolit si ndhodnou tétivu znamend zvolit rovnomérné a nezavisle dva body na obvodu
kruznice a spojit je. Na zdkladé toho si rozmysli, ze pravdépodobnost, ze dostaneme tétivu
delsi nez 1, je jedna tfetina.

(2) Zvolit si ndhodnou tétivu ale také muZzeme tak, Ze si zvolime ndhodny bod A uvnitf
kruznice a ten nésledné interpretujeme jako stied tétivy kolmé na tsecku SA. Rozmysli
si, pro které body je dana t&tiva delsi nez 1, a porovnanim obsahti z toho vyvod, Ze dana
pravdépodobnost je jedna ctvrtina.

(3) Jesté jiny zpusob, jak zvolit bod A z pfedeslého odstavce, je ndhodné si zvolit, pod jakym
thlem se vydas ze stfedu kruznice S a v jaké vzdalenosti se zastavis. Prvni je ndhodné
¢islo od 0 do 27, druhé je ndhodné ¢islo od 0 do poloméru kruznice. V takovém piipadé si
rozmysli, ze vyjde jedna polovina.

(4) Ktery z predchozich pFistupt je spravny? :-)

Centrélni limitni véta*

Statistika nuda je, md vsak cenné udaje.
Zdenék Svérdk, Jaroslav Uhlit

To nejlepsi nakonec. Podivej se na nasledujici obrazky zobrazujici binomické rozdéleni s p = %
pron = 1,2,10 a 100. T¥eba druhy obrazek odpovidé tfem moznym poéttim panen po hodech dvéma

mincemi, které nastanou postupné s pravdépodobnostmi 1,1 1 Obecné je vidét, ze rozdéleni se

42714

6 Joseph Bertrand (1,98 m) je basketbalista, kterého miizes znat diky jeho vykontim v tymu Draz-
dansti Titani. Jeho jmenovec Joseph Bertrand (1822-1900) je zndm zejména diky tzv. Bertrandovu
postulatu, ktery dokazal az P. Cebysev.
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&m dal tim vice podobaji jisté kiivce, kterd vypada jako kopecek”. To neni tak docela pravda,
abychom dosahli tohoto efektu, museli jsme postupné ménit méritko na osdch = a y. Po vhodném

1 '6712/2

se Gaussova kfivka a je popsand rovnici y = Vord , pfi¢emz e = 2,7 je tzv. Eulerovo &islo.®
™

n=1 n=2 n =10 n = 100

) 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2

Co pfesné jsme udélali s obrazkem? Nejprve jsme od veli¢iny odeéetli stfedni hodnotu, tedy n/2.
Tim jsme dosahli toho, ze vrcholy vsech kopecki budou na pozici nula. To by samo o sobé jesté
nestacilo. Jak vime, rozptyl souctu nezavislych velicin je roven souctu rozptyld, takze pro soucet
n veli¢in dostavame rozptyl n-Var(X1) = n- i. Abychom doséhli toho, Ze vSechny veli¢iny budou mit

stejny rozptyl, vydélili jsme jejich hodnoty vyrazem 4/n - % (nezapomei, ze Var(aX) = a?Var(X)).
To odpovida ,zmacknuti“ hodnot ve vodorovné ose. Nésledné jsme stejnym pomérem ,roztdhli“
hodnoty na svislé ose. To jsme udélali proto, ze soucet pravdépodobnosti se vzdy musi naséitat na
1, takZe celkovy ,obsah pod kfivkou* musi byt zachovan (pravé obsah totiz odpovida nasi intuitivni
pfedstavé o pravdépodobnosti ve spojitych prostorech). Hodnoty na vodorovné ose odpovidaji tomu,
ze se divdme jen do vzdalenosti dvou smérodatnych odchylek od priiméru (pro n = 10 se na obrazek
veslo jen 7 z 11 moznych vysledku).

To je sice pékné, ale hod férovou minci je jen jednou z mnoha aktivit, ktera se da opakovat. Co
se stane, kdyZz budeme héazet falesnou minci, kostkou nebo si vymyslime svoje vlastni potiesténé
rozdéleni? Odpovéd je sokujici: stane se to samé! Na néasledujicim obrazku je nejprve stejny proces
pro hod kostkou (rozmysli si, pro¢ pro n = 2 vypada obrazek jako stfecha) a nésledné pro geo-
metrické rozdéleni, které vypada jako skluzavka, a pro podivné rozdéleni, které vypada jako tudoli.
U vsech rozdéleni jejich sou¢tu nakonec vypada podezrele stejné!

n=1 n=2 n =10 n = 100
e o0 0060 ...0..... ....m.... A
T T ’. T ..q T
—2 0 2 =2 0 2 =2 0 2 =2 0 2
n=1 n=2 n =10 n = 100
L4 oo,
° ° ..
.... ..... A
—2 0 2 =2 0 2 =2 0 2 =2 0 2

"Pfipadné jako hroznys, ktery pravé poziel slona.

8Leonhard Euler (1707-1783) a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) jsou vseobecné pokladani
za jedny z nejvlivnéjsich matematikti viibec. Proto se objevuji v poznamce pod carou v kazdém
druhém PraSecim seridlu.

14



n=1 n=2 n =10 n = 100

9 0 2 2 0 2 -9 0 2 2 0 2

Fakt, ze pokud dost dlouho sé¢itdme nezavislé veli¢iny se stejnym rozdélenim, vypada vysledek
jako kopecek, se nazyva centralni limitni véta.? Nejen diikaz, ale i jen samotna formulace tohoto
skvostu je nad rdmec seridlu, nebot vyzaduje rozsahlé znalosti z matematické analyzy. Pfesto si o ni
i o jejich dusledcich néco muzeme Fici. Centralni se ji fikd proto, Ze se jedné o jeden ze zdkladnich
fakti pravdépodobnosti a statistiky, podobné jako fakt, ze kazdé ¢islo 1ze jednoznacné rozlozit na
soucin prvocisel, je zdkladnim kamenem teorie ¢isel. Limitni je proto, ze v feci vyssi matematiky
je Gaussova kiivka v jistém smyslu tzv. limitou.

K ¢emu je centralni limitni véta dobra mimo svét matematiky? Napiiklad vysvétluje, proé
je vétsina lidi téhoz pohlavi podobné vysoka — na Tvoji vysku totiz ma vliv mnoho okolnosti a
specialné hned nékolik riznych gent. Zjednodusené lze fict, ze to, jak se Tva vyska lisi od praméru,
je souc¢tem prispévki vSech téchto okolnosti. Protoze na sobé rizné okolnosti moc nezavisi a zadna
neni vyrazné dulezitéjsi nez ty zbylé, plati zde centralni limitni véta a rozdéleni vysek vypada jako
kopecek (vétsina lidi je nékde uprostted).

Na druhou stranu barva o¢i zalezi zejména na jednom genu, a proto je mnoho lidi s modryma
a hnédyma oc¢ima, ale neni pravda, ze by vétsina lidi méla oc¢i v jakési hnédomodré barvé.

Zkus se sam (sama) zamyslet nad tim, kde vSude muzes Gaussovu kiivku (kopeéek) potkat.
Zavisi kupfikladu vybér auta nebo mobilniho telefonu na mnoha podobné dulezitych faktorech,
nebo se lidé prosté déli na dvé skupiny: ty, kdo chtéji nejlepsi model za kazdou cenu, a na ty, kdo
se spokoji se standardem stejnym pro vSechny? V prvnim prfipadé budou ceny rtznych modelu
na trhu rozlozené podobné jako binomické rozdéleni, v druhém piipadé vétsina modeld bude mit
priblizné jednu ze dvou cen.

I kdyZ je Gaussova kiivka definované pro vSechna redlnd ¢isla, plati, Ze pfiblizné 99,7 % obsahu
pod touto kfivkou lezi v intervalu od —3 do 3. Protoze podle centrilni limitni véty plati pro veli-
¢iny, které jsou sou¢tem mnoha stejnych nezavislych prispévku, ze X_EX) vypada jako Gaussova

a0
kfivka, mtizeme pro tyto veli¢iny tvrdit, Ze s pravdépodobnosti pfiblizné 99,7 % nabyvaji hodnot
vzdalenych od stfedni hodnoty nejvyse o tfi smérodatné odchylky. Podobné vlastnosti této kiivky
se Casto pouzivaji ve statistice. Ukazme si jednoduché pouziti na nasledujici tiloze z praxe.
Uloha 19. Na veéirek piijde sto hostii. Vime, e kazdy host chce snist nezévisle na ostatnich
nula chlebi¢kii s pravdépodobnosti 20 %, jeden s pravdépodobnosti 50 % a dva s pravdépodobnosti
30 %. Kolik mame nakoupit chlebi¢ki, aby s pravdépodobnosti aspont 99 % na vSechny zbylo?

Reseni. Neukazeme si pfesné feseni, jen nacrtneme, jak pomize centralni limitni véta. Oznac¢me
X; pocet chlebicku, které snédl i-ty host. Zajima nas veli¢ina X = X1 + X2 +---+ X,,. Z centralni
limitni véty vime, zZe histogram X (tedy jeji rozdéleni) vypadd pfiblizné jako Gaussova kiivka se
stfedem v
E(X)=100-E(X1)=100-(0,2-0+0,5-140,3-2) = 110.

Dale vypocitame rozptyl:

Var(X) = 100 - (E(X12) — E(X1)?) =100 (0,2-0240,5-1240,3-22 —1,12) = 49 = 72,
Na internetu (nebo v tabulkdch) miZeme najit, ze 99 % obsahu pod kfivkou lezi v intervalu od
—oo do 2,3. Hledana odpovéd je tak priblizné 110 42,3 -7 = 126,1, takZze musime koupit aspont 127
chlebicki. Predchozi vypocet nicméné neni zadny dtikaz (doopravdy chlebickt staéi 126).

9Pfesna matematické formulace nepouziva slovo ,kopecek®.
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Odhad v podobném duchu bychom dostali i s pouzitim CebySevovy nerovnosti, ktera fika, ze
libovolna veli¢ina se odchyli o a smérodatnjch odchylek s pravdépodobnosti nejvyse 1/a?. Pointa
je, ze s predpokladem nezavislosti vsech veli¢in (k pouziti Cebyseva by totiz stadila nezavislost po
dvou) dostaneme mnohem presnéjsi odhad, k jehoz pouziti ndm kromé viry v centralni limitni vétu
staci jen znalost stfedni hodnoty a rozptylu dané veli¢iny.

Zavér

Vsudypfitomnym a tajemnym kopeckem skoncéila bonusova ¢ast posledniho dilu. Vzdy kdyz si
odted koupis kopecek zmrzliny, vzpomen si na chladnou krasu stfedni hodnoty, roztaj nad definici
nezavislosti a vychutnej si sladkou prichut zakona velkych éisel.

Doufame, ze sis Gteni seridlu a FeSeni tloh uzil(a) podobné, jako jsme si my uzili psani. Serial
pro Tebe psali Danil s Vaskem a obrazky nakreslila Hanka Pafizkova. S psanim nam nesmirné
pomohlo mnoho dalsich PraSatek, za vSsechny dékujeme Hedvice, Kubovi K., Martinovi T., Micha-
lovi, Mirkovi, Pepovi T., Radovi a Vikimu. A hlavné dékujeme Tobé¢, Zes docetl(a) az sem — mé&j se
paradné!

Navody k Glohdm
1. (1) Napis si podil po sobé jdoucich kombinaé¢nich &isel.
(2) Napis si podil pravdépodobnosti pro n a n + 1.

2. V obou ¢astech vyuzij linearitu stfedni hodnoty.

3. (1) Jestlize soutézici vyfesil alespori dvé tlohy, skonéi pravdépodobné po prvnim dni mezi prvni
polovinou soutézicich. Jenze druhy den jeho umisténi bude ndhodné, tedy pravdépodobné
horsi, nez prvni den.

(2) Vyjimecéné dobry vysledek nastava s malou pravdépodobnosti. Je-li pFisti test nezavisly na
pfedchozim, s velkou pravdépodobnosti dopadne hufe.
(3) Pocet bouracek je do zna¢né miry ndhodny, takze vybrané zatacky v dany rok mozna jen
»mély smulu®“ a pristi rok v nich pak pravdépodobné jiz k tolika havariim nedojde.
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4. Podobné jako v pfikladu se $packy nastane rovnost jen tehdy, kdyz dané veli¢ina muze nabyvat
pouze jedné nezaporné hodnoty.

Pro druhou ¢ast stac¢i uvazit veli¢inu, kterd nabyva pouze hodnot —1,0, a k ni vhodnou hod-
notu a.

5. (1) Postupuj od nejmensi mozné hodnoty X po nejvétsi az do chvile, kdy pravdépodobnost,
ze X je nejvyse x, presdhne jednu polovinu. Dané x je pak median.

(2) Pouzij Markovovu nerovnost pro ¢ = 2.

9. (1) Postupuj stejné jako pro n = 2, neboj se predstavit si roznasobeni n zarovek.
(2) Pro soucet pouzij linearitu stfedni hodnoty, pro souc¢in pfedchozi bod.

10. Dosad do vzorecku a vzpomern, ze E(X + a) = E(X) + a a E(bX) = bE(X).
13. Vyjde postupné 2, 3 a 1. Pokud P(X = ¢) = p;, musi ve vSech podulohach platit
Yo ipi = 1. Zname-li E(X), respektive Var(X), zndme hodnotu vyrazti > 7 , ip;, respektive
? 1 i%p; — (3o ipi)?. Pro dikaz toho, Ze jsou &isla jednoznaéné uréena pro dana n, mizeme
vyuzit v prvnich dvou cCéastech jednoznacCnosti feseni jisté soustavy linearnich rovnic. Pro dtkaz
maximality staci najit dvé nahodné veli¢iny nabyvajici n 4+ 1 hodnot, které maji stejny rozptyl ¢i
stfedni hodnotu.
15. Postupuj jako v pfedchozim tvrzeni a neboj se roznasobit vyraz (X1 + X2 4 -+ 4+ Xp)2.
16. Dosad do Cebysevovy nerovnosti, zvol a tak, aby vysla prava strana.
17. Pro prvni ¢ast staci pouzit, ze (n72) je nejvétsi z n+1 Cisel, kterd se dohromady sectou na 2™.
(1) Pouzij CebySevovu nerovnost s a = 2 (ale funguji i jiné hodnoty), abys dokazal(a), ze
soucet kombina¢nich ¢&isel mezi n/2 — v/n a n/2 + /n je velky. Poté pouzij, ze (n72) je ze
vSech s¢itancu ten nejvétsi.

(2) Umocni druhou nerovnost na druhou a porovnej vyrazy.

Podrobné navody k Gloham

2. (1) Z linearity stiedni hodnoty plyne E(R,) = 10 + E(A11) + --- + E(4An) — n/2 = 10 +
+ (n—10)/2 —n/2 =5.
(2) Z linearity stfedni hodnoty plyne E(P,) = 10+E(A1172/+é"+E(A") = %10 Porovnanim po

sobé jdoucich vyrazi spoc¢itdme, ze E(Pn) — E(Py+1) > 0, tedy E(Pr) > E(Pp+1)-

6. Kazda pfichut m4 poloviéni pravdépodobnost, Ze si ji dané dité vybere. Protoze si déti vybiraji
nezavisle, mé proto kazd4 pfichut pravdépodobnost 2% = 3%, ze si ji nikdo nevybere. Zavedeme si
pro kazdou hodnotu indikdtorovou proménnou, ktera rika, zda si ¢okolddu nikdo nevybral. Z linea-
rity stfedni hodnoty pak plyne, Ze stfedni pocet nevybranych pfichuti je % = 10. Dosazenim ¢ = 2
do Markovovy nerovnosti dostavame, ze nevybranych prichuti je alespon dvacet s pravdépodobnosti
nejvyse jedna polovina.

8. (1) Vzhledem k nezavislosti hodu to je sou¢in obou stfednich hodnot, tedy

714—2—0—3?5—4—0-54—6 =51+ % Ke.

14+2454+10420450
6

(2) Veli¢iny jiz nyni nejsou nezévislé. Stiedni hodnota jejich sou¢inu je é (1-142-10+---+
+6-50) =76 + 2 K&.
11.
2 2 _ 1 2 1 2 1,
Var(B) = E(B”) — E(B)” = 5(0+n ) — §(U+n) ="

12. Protoze Var(X) je stiedni hodnotou nezaporné veli¢iny (X — E(X))?2, je vizdy nezaporny —
proto E(X?2) — E(X)? > 0, coz je pozadovana nerovnost. Aby byl rozptyl nulovy, musi byt viechny
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leny (x — E(X))? nulové, tedy pro viechna x z oboru hodnot musi byt © = E(X), tedy ndhodna
veli¢ina miize nabyvat pouze jedné hodnoty (a neni tak moc ndhodnd).

14. Mame Var(O) = Var(P) = E(0?)-E(0)? = E(O)-E(0)? = { — 1 = 1. Déle Var(0+0) =

4

= Var(20) = 4Var(O) = 1 a O + P je veli¢ina, kterd vzdy nabyva stejné hodnoty, takze jeji rozptyl
je nula.

18. (1) Nejprve ndhodné zvolime jeden z konci tétivy X a vepiSeme do k rovnostranny trojihelnik

=

Nz

X AB, ¢imz kruznici rozdélime na tfi stejné dlouhé oblouky. Délka tétivy bude vétsi nez
jedna pravé tehdy, kdyz jeji druhy konec bude lezet na kratsim oblouku AB. Tento oblouk
tvori tfetinu obvodu kruznice, a proto je pravdépodobnost tohoto jevu 1

3
Vepiseme-li do kruznice rovnostranny trojuhelnik ABC, bude stfed kruznice S tézistém
trojuhelniku. Ozna¢me D stied tusecky AB. Useka DC je téznice, kterou tézisté S déli

v poméru 1 : 2. Vzdalenost DS je tedy rovna poloviné poloméru kruznice.

Zvolime-li ndhodny bod tak, Ze jeho vzdalenost od S bude pfesné polovinou poloméru
kruznice, bude délka odpovidajici tétivy pfesné 1. Bude-li zvoleny bod dal, bude tétiva
kratsi, a bude-li bliz, bude delsi. Tétiva bude delsi nez jedna pro jevy odpovidajici bodim
v kruhu se stfedem v S a polomérem poloviénim oproti ptvodni kruznici. Obsah tohoto
obrazce je jednou ¢tvrtinou celkového obsahu.

Na uhlu pochopitelné nezalezi. Tétiva bude delsi nez jedna pravé tehdy, kdyz zvolime
vzdalenost od stiedu vétsi nez polovina poloméru (viz pfedchozi bod), coz nastane v ptlce
pripadi.
V jistém smyslu jsou spravné vsechny tfi pristupy. Zalezi na tom, co myslime ,nadhodnou
tétivou“. Rozdil mezi pristupy se da ilustrovat na druhé a tfeti poduloze, kde vlastné
vybirdme nadhodny bod uvnitf kruhu a testujeme, zda je jeho vzdalenost od stfedu mensi
nez polovina polomeéru. Takové body lezi v kruznici se stejnym stfedem a polovicnim
polomérem, kterd ma proto ¢tvrtinovy obsah.

Kdyz ale vybirdme ndhodny bod tak, Ze si ndhodné zvolime jeho vzdalenost od stiedu,
bude tato vzdalenost mensi nez polovina poloméru s pravdépodobnosti % Rozdil mezi
druhym a tfetim zpusobem tak je ten, Ze tfeti v jistém smyslu preferuje body blizko

stfedu nad body blizko okraje kruhu, zatimco ten druhy se chova ke vSem stejné.
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